1.3 CALCULO DE LIMITES CUANDO x — +x

COMPARACION DE INFINITOS

Dadas dos potencias de x, la de mayor exponente es un infinito de orden superior:

__ Bx? . B P
lim So7 =t Iim == lim —=z =0
x—> 400 2X° x>t Vx? x—otoX

Dadas dos funciones exponenciales de bases mayores que 1, la de mayor base es un infinito de or-
den superior:

Cualquier funcion exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior a cualquier

potencia:
B 1.3% s x35
lim L%O = +c0; lim —— =0
x>+ 300 x—> 40 27

Tanto las funciones exponenciales de base mayor que 1 como las potencias de x son infinitos de
orden superior a cualquier funcion logaritmica:

p x 2 Inx
lim ——— = +uo; lim —— =0
x40 / 0g X x—>+m X
Si en una suma hay varios sumandos infinitos, el orden de la suma es el del sumando de mayor or- i
den:
lim  (6x®+ 2x%2—-2x) = lim {6_);7) = +o0
X —»+0 X —r too

lim (=2x>+3%)= Iim 3% =+4w
X —> 0 X —» 4w

0 Teniendo en cuenta los resultados anteriores, calcula:
3

Yt : 3x x2

a) lim — b) hm — c) lim

X —> +o0 \j; X4 x° X —> +o0 I'Og X
: log x* 2%+1 - ;

d) lim & e) lim — D lim (x3+ 2x2-3%)
x—+m  XT X —> +oo .l()g x X —» +wo

@ Iim (Vxf—3x —x+2) h) lim (3% - log,x) D lim (In(x+1)-2x% '
X =+ X —>+m = X —>+m |

COCIENTE DE POLINOMIOS

P(x) e S

J= 06 = s

: . > . a
e Si grado de P> grado de O (m > mn), entonces [lim [(x) = tw el signo es el de o)

X —» o0

o Si grado de P<gradode O (m <), entonces [im jf(x)=0.
x>+

- ; a
e S5i grado de P=gradode QO (m =n), entonces [fim [f(x)= —.

= o ’ - F}
X = +oo




<@ Calcula los siguientes limites:

asd o Y ] . 23 A - 2
" 4@ + 8- + 2x » X — . (x +1)(2x—3)
a) lim —%_n— b) lim ( 3) o lim ——————
x—=+mo 3x*+ 2o —1 x—+w X* + 3x X =y +o0 X“+ 4x
o 3 —2x . S5x — 112 _ —x3
d) lim 2==L e) lim (—J [ lim L,
x—s o JX + 4 x—tml 6 x— 4o (X — 2)°

COCIENTE DE OTRAS EXPRESIONES INFINITAS

La regla utilizada para el cociente de polinomios es también vilida cuando hay expresiones con ra-
dicales. Por ejemplo:

I+ 2x . x93 ’ 5 ‘
lim e = lim A = +00 pues l > .I_
x>+m 4fe X —> o0, 0k \ ) 4
4@ Calcula estos limites:
— 3 4
= = 2
. 5—3Vx . 8x- + 2x .- xX*—2x
a) [lim 2= 3% b) lim 5 c) lim
x— o0 Vhx— 1 X =3+ =~ x>+ VOx + 2
R 3.+ 2 '
- Xk 2% = 3%+ 2 . - .
d) fim — e) lim 77— b lim
x4 2 q x>t Yt 3y x—> +oo

DIFERENCIA DE EXPRESIONES INFINITAS

[. Si apreciamos que las expresiones cuya diferencia se nos propone son infinitos de orden dis-
tinto, podemos atribuir, directamente, limite +w o —oo (ver pigina anterior).

II. Si podemos efectuar la operacién, la hacemos y después calculamos el limite; por ejemplo:
2_ 1 f S, =
5 = 1 Ox — : S0 =
lim 5 L=l m —=—— -2
x—+ol X +1 2 x—+0 2%+ 2 2
TIT.

Si hay raices cuadradas en el minuendo, en el sustraendo, o en ambos, multiplicamos y divi-
dimos por el conjugado; por ejemplo:

N ) S Y U8 7 o
lim (V'm —2x)= lim (Vo +1 - 2x)(Vdx? +1 + 24

= lim

1
X —> +00 X—p 40 Vidx? + 1+ 2x x—+m V4xZ+ 1+ 2x




@ Halla el valor de estos limites:

\

x2 3x | '2x+3_x2—1J

a) lim (5 -3x2 by lim c) lim
X — +oo Sy oo v 1 x—1 xX—>+oo X

d) lim (3x —Vx?—x) e lim (Nx+2-~x+1) D lim (Vx— log, x)

X—» +o0 X —>+00 X—> +wo

‘ _ 2_ a0 -
2 lim (Nx?+x —x) h) tim (e* - x18) 0 o |22 K
X —¥ 400 X = +oo x—=>4+wo| X — 1 3

LIMITE DE UNA POTENCIA. NOMERO e

¢ En muchos casos se puede calcular el limite de una potencia sin mis que conocer los limites de
la base y del exponente. Por ejemplo:

) 3x |+l (3)(te)
Iin ( - (_) -
o 21 ) 2 =

e Indeterminacion del tipo (1)**:

Si lim f) =1y Iim glx) =+w, entonces:
X =+, X —>+o

lim [ f(x)]8) = g x™Wu /@) =11 g2

X —py +o0
b ~ 53{,‘2 — 2\ \2x—1 o [3x® = 2w —1]. — tm  —Ax* +dx—1 Py
Por ejemplo:  fim (_—__?)T"’ - J = gy~ @-D M, gl 4
x—+o| 32X~

o Calcula los siguientes limites:

a)  lim b) lim
x—s 4\ O + 1) x4+t X + 1

s 4 D\l 02 2 o
d)  lim (Je 2 ) - & 3o + 1 J B B
x>0 \0X =3 x>+l X +1 X = +oo
;. M'\;l h)  lim (x =5 |oves D lim [2= . J‘_;]
¢ x40 \3 + 2% x—+o\3 + .?\TJ \—>+no 34 x




1.4 LIMITE DE UNA FUNCION CUANDO x — -

DEFINICIONES

Cuando x — —0, podemos encontrarnos uno de estos casos:

B /im flx)=1 < Podemos conseguir que f(x) esté tan proximo a [/ como queramos, sin
T mas que darle a x valores suficientemente “grandes v negativos”,
i ki < Dado e >0, existe h (suficientemente grande) tal que:
~ ~
i si x <-h, entonces |f(x)-I|<e.
B im flx) =+ B im flx)=—xo
X —p —o0 X —>—0

X } = |

B /im f(x) no existe.
X —> —00

k/\/l\

Las definiciones de  lim jf{x) =+ yde [im f(x)=—o0 son como lasde x — +o0, pero ponien-
X —r—0 X —»—0

do x<-h donde alli se ponia x>h (ver pagina 4).

CALCULO

Para calcular limites cuando x — —oo, tendremos en cuenta que:
lim fx)= [lim [f(=x)

X = -0 X =+

EJERCICIO RESUELTO

Calcula los siguienies limiies:

2x3 -3x?+ 1 V2x5 — 1)*
a) bm + b) lim Ts c) bim (Nx*-2+x) d) Bm (1- =
X —m IX°+2x -3 x— —m +1 x—3 —m x — —o X
RESOLUCION
. 2% —3x%+1 L, 2x3 . 2x
a) lm ——————— = lim —— = lim — =-w
x—o—w0 DXTH2X =3 5 0dX"  xo0 D
7 V‘in = 5 . : 5 - . .
b lim =it no existe, pues el radicando, 2x° -3, toma valores negativos cuando x — —oo.
x——om X7

o) fim (Nx*-2 +x)= lim (Nx*-2 —x)=+m, pues Vx*—2 es un infinito de orden superior

X —>—m X —» +oo
que Xx.
1\ f — 1 %=1
d) fim |1 - i, = [lim (1_ + l) = lim |1+ i) =gl = 1
X —>—0 X X —» +0 X X —¥ +oo X e




@ Aplica la definicién para cada una de las siguientes expresiones y representa cada resultado:

a) lim (¥*—-1)=+w0 b)

X — =L

2x% + 1

im ———=2
X —» = X=

@ Halla el valor de cada uno de los siguientes limites:

[4 .
a)  lim {ixﬁ — 2 b)
X —¥-co\ 2
v — 2)3
d)  lim 5\7) &
x——0 X5+ 4X — 2
& 1‘@713@ |1 - x2 ) h)

iy Iim k)
X —» =0 X + 2 )
‘:ﬂ. .6 .
m) lim —“YM n)
X —>—0 1 .7 x.%
log (—x)
o) fim g— p)

X
X —¥—20 3

D Im (M—x —N2—x) s)

X —» -0

) lm (2x+ Nx?-x ) v

X —»—00D

—

x) lim (""

X ——oo\

o
2
~
R

lim

1\°
2x + fJ
X —> -0

4

lim
X ——00

7

—x*
lim ———=
ooy 6 F 1y

lim 3 + 4
X —> -0 x+2
N LJA\
lim

PRSI |

lim  (ntx? + x3)
X —» -0

2 1
P xs=3
Iim (= += )
x —>—oo \X 2x + 1
i 22 2x
lim —— — =
x—>—aco ' X + J- 3
J -
3 x2 -1 |2l
lim ( ,) 2
x—»—o0 V2t X7

c) lim (Bx-2)=—Fw
X —m
. 5x2 —6x + 2
c) lim 3
X = —0 ))Y‘ = 2
. _ 5=x
£ lim

x—-m 2X + 3

xc—2
D lim =
x——o0 2%+ 1
_q 3x +4
D X.J:TLJ - 2
) lim (3¥-x2)
X —>—<C
q lm (Nx®+3 + x?)
X ——00
2% + x? —
) lim (_"l I, = 1]
X —>—o0 2 X
w) lim ( 4+ 2x }"’” # 1
x—p =0 3'\' + I.

[ Dy F2 i ol |
z)  lim (ZA i 3]

Byt X




1.5 LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. DEFINICIONES

B /im [(x)=+w < Dado unnimero k, podemos encontrar otro nimero 8§ > 0 tal que:
X —>E

Si c—d<x<c entonces f(x)>k

B /im f(x)=+n < Dado k, podemos encontrar § > 0 tal que:
x—=c’

Si c<x<c+d, entonces flx) >k

B /im [(x)=-o <« Dado k podemos encontrar § > 0 tal que:
Lo Si c—d8<x<c¢ entonces f(x)<-—k

€
|

i
'
N\
]
'
]

W /im [f(x)=-x <« Dado k, podemos encontrar & > 0 tal que:
3 ~F =
ERE Si c<x<c+38, entonces f(x)<—£k

<> Dado g >0, podemos encontrarun & >0 tal que:
Si c—d<x<g¢, entonces |f(x)—I|<e

W lim fx)=1 < Dado e >0, encontramos & > 0 tal que:
=g S5i e<x<c+38, entonces |flx)—I|<g

B im =1 < Dado € >0, podemos encontrar & > 0 tal que:

e Si x#cy c—8<x<c+3d, entonces |f(w)—/|<g
/ p\/o’m s <> Existen los limites laterales y coinciden:

: lim fx)= Ilim [f(x)

L A—>c X —C*

@ Aplica la definicién para cada expresion y representa cada resultado:

a)  lim = —00 b)Y lim 3 — = +00 c) lim 5 . +00
X1 X— x—p 1t X — x—1- 1—=X
d) lim —2—=- e lim (Gx-1)=2 £ lim (x2+1)=10

xo1r 1-x x—1 x—3




1.6 CALCULO DE LIMITES CUANDO x —s ¢

EJERCICIO RESUELTO

Vx -2 si x<3
Dada la funcion f(x) = {x? -8 si 3<x<4, bhallalos limites de f(x) en0,3 4y5.
2% §i x>4

ResoLucion

En x = 0: El dominio de f(x) es [2, +o0). Por tanto, no existe fim [f(x).

x—>0
En x = 3: Hallamos los limites laterales:

lim fG)= lim (Nx—2)=V3-2 =1

A *=>3 lim flx) =1
lim f(x)= hm (x*-8)=9-8=1 X3
x — 3" x =3t

En x =4: Hallamos los limites laterales:
lim flx)= lim (x*-8)=8

X =4 X —>4
P ) . No existe [lim [f(x
lim f(x)= lim 2% =16 xﬁq*f !
x— 47 x— 4"
En x=5: [im f(x)= [im 2*=32 '
x—=5 x—=5

6 Halla los siguientes limites en los casos en los que sea posible:

3 L
a) lim (x2 - Y 1) b) hm X% o) lim Vdx+2
xX—>-2 2 4 x>0 3x+1 x—1/2
: , . log(x+ 1)
d) fim V1-x e) lim (1+ cosx) b lim ———
X2 x50 x—0 e
\
\
@ 2% si x<-1 ‘
Halla los limites de f(x) ={x+3 si-1<x<0 en x=-1, x=0 y x=1. ‘
3 ; \
?T‘T si x>0

@ Halla el valor de @ para que exista /im f(x), siendo:

x—-3 |




EJERCICIO RESUELTO

Halla los siguientes limites:

B—_
x2_3 o3 —dx Va3 —2x+1
a) = lim b) im —S——— c) lim ———— |
) x—o1 x—1 )x—>2x2—x—2 ).r—>1 x—1 |
" 2 x -3 x+ 2L
d) lim = e) lim|——|=-1
)x—>1(x—'1 x2—3x+2) )xal( 3 )
REsoLucion
. ox2-3 (2 ) o
a) lim = (— = (+o0), Hallamos los limites laterales:
x—1 X -1 \ 0
3= w2 _
im 22 - +o0; lim = 2 =
xo>1- x—1 g1t ¥—1
b) lim L-S = .4 [Q) = lim & b 22 - 2 = [lim rE+Y 8
¥y X —X—2 \0 xs2 —2Dx+1) v x+1 3

=
3 Vae / A - 2 {
. ) Va3 —2x + 1 0} x(x~1 o
Q) lim ————— = (—) = lim —L? = lim Nx =1
x—1 Vx—1 \ 0 x1 e—102 5,
(*) Hemos reducido a indice comiin las raices.

d) Como es indeterminado, (+o0) — (+%0), efectuamos la operacion:

lim ( 2 __ ¥ =3 ): lim _x=1 lim 1 = '
xs1t® =1 -D&x-2) 55 o-Dx-2) 431 x—2

e) Es una indeterminacién del tipo ()%, Por tanto:

x=1 — ex—=1\ 2 = x>l

lim

- 1 = x+2 1 ooa—1 |
(,’.\ + 2) lim [ = — l} e i F=—= = - 1/3
x—»1

@ Calcula los siguientes limites:

3 ; 3 3
L X2 — 9% o %Y —9x , x°— 9%
2= jﬂlz F24 x— 12 = _xf’ti'i_g x4k x—12 = xlii?iq X2+ x~12
Vx?— x (x2 — ' - (x2—2 1)
d) lim f_ti e) lim (T 5 2 —%J b lim ("\ T E)
¥ 12+ x— 2 x—0\ X° X, oA 2 )
c + 4\x¥-2 _ X+ 2\ x%+ 1|2l
g)= lim (i—‘_—}J h) lim (\ y )""1 D lim (\ ]"‘ !
x—»213% — 2 x—2\ 4 x—s1 3% -1,
N g NS-—x-2 v g NEF 4D o Nx+2-2
W= I == —————= k) lim ———— D lim ———
x—1 x—1 x—=0 X° x—2Vx—1-1

& Enf), k) y D wliliza el conjugado.




1.7 CONTINUIDAD

e Una funcién f(x) es continuaen x=a cuando [im f(x) = f(a).
x—=>a

e Tipos de discontinuidad en un punto

@ Discontinuidad evitable

Sla) L]
/T\/Oﬁ\'/ AT
| a -
lim [(x) = [Iim f(x) Iim fx) = lim f(x)
x—a x—=>a’ xX—=a x—a
Existe lim f(x), pero no existe f(a) Existe [im f(x), existe fla), pero [im [(x) = f(a).
X —=rd X —>d X—=>d

@ Discontinuidad de salto finito

Existen los limites laterales, pero no coinciden:

L= i = lim flo =1,
h o~ % x :?Ii:‘f x—>a j

@ Discontinuidad infinita (asintota vertical en x = @)

/ ; y. ; Algunos de los limites laterales (o los dos)
: : son infinitos:
K/ ia lim f(x) =10 v/o [im f(x)= o
' ] xX—=a" x=ra
o !
lim  f(x) = 400 lim fQx) = +wo;  [fim f{x) = -0
X —=da X —>ada x—a"

@ No existe alguno de los limites laterales

0 Estudia la continuidad de estas funciones. En los puntos en los que no sean continuas, indica el ti-
po de discontinuidad:

a) | bh) | : c) d)
3/: L3 3 3
ez | Vot [ 2 / e o
it add s 14 o 1 o
e’ : ! s S—
3 2 - 2 iE P 2 = 1 2 3 5 2L 1 2 3
3-2-1, } 23 3 ! } 3 A 2
-5l ol -2 =3
-3t | 3t -3 -3




EJERCICIO RESUELTO
Estudia la continuidad de cada una de estas funciones:
2% -1 si x<0

_ x?-x x(x-1) =
a)f(x)_x2+x—2_(x+2)(x-—1) b)f(x)—{ 2] si x>0

ResoLucion
a) Dominio = R — {~2, 1}; f(x) es continua en su dominio
Veamos los tipos de discontinuidades:
- x(x—-1)
o [fim fx)= lim - = 00
J %oy e+ 2x-1

X —> -2

2 (asintota vertical en x = =2),

s x(x—1) . x _1
© lm )= lim e D Af'z_’_’:l x+2 3

x—1 x=¥1

Discontinuidad evitable en x= 1.

Discontinuidad infinita en x

b) e Si x =0, flx) es continua, pues estd formada por funciones continuas

s En x=0;
lim f(x)= lim 2*-1)=0 5
60— nf‘f x— 0 lim f(x)=20
. x—=0
lim f(x)= lim |x|=0 ) _
x =0 x>0 S(x) es continua en x =0
S =0

Por tanto, f(x) es una funcién continua,

Estudia la continuidad de estas funciones. En los puntos en los que no sean continuas, estudia el ti-

po de discontinuidad
. x%—4 . 1
a) o) = x2—4x+4 ©)J) = 22+ 2%+ 1
N-x—1 si x<0 2
i 2x° + 8x si uead
c) ) = = si0<x<1 D)=y x+4 ~ 77
5 si x=—4
x| si x>1




EJERCICIO RESUELTO

Estudia la continuidad de esta funcion segiin los valores de a:
x?—-3x si x<0
Jx) = x si O<x<2

2x+a si x=>2
ResoLucion
°Si x#0 y x#2 — flx) escontinua, pues estd formada por funciones continuas.

e En x=0:

lim fG0) = lim (x*-3x)=0

x—> 07 x— 0 lim f(x) = /(O)
) x—=0
.v’iﬁo"j(.l) B ,\-lig-ln‘*lx i flx) es continua en x =
FO) =0 g
e En x=2:

lim f(x)= lim x
x—>2 X —» 2

Il
N

Para que f(x) sea continua en x = 2, ha de ser:
i () = I 2x = 4
lim_f(x) lim Cx+a@)=d+a [ 3_444 5 5=_2
X =2 x—2

J@) =4+a

e Por tanto, si @ = -2, f(x) escontinua; y si a # -2, f(x) tene una discontinuidad de salto finito
en x= 2.

0 Halla el valor de

x2—b si x<-1
A fl)={x+a si -1<x<0

a y/o b para que las siguientes funciones sean continuas:

- x2—ax si x<1
b) flx) =

) 2x+a si x>1
e si x>0




1.8 TEOREMA DE BOLZANO

TEOREMA DE BOLZANO

Si flx) es continua en [a, bl y “signo de fla) # signo de f(b)", entonces existe ¢ e (a, b) tal que
flo) =0, '

Encuentra un intervalo de amplitud menor que 2 en el que la ecuacion x> —3x +5=0 tenga
una raiz. Aproxima el valor de dicha raiz basta las décimas.

Resowucion

Tomamos la funcién f(x) = x3 - 3x + 5, que es continua por ser polinémica.

Tanteando, encontramos que f(-3) = -13, f(-2) = 3,

Asi, f(x) es continua en [-3, -2] y signo de f(=3) # signo de f(-2).

Por tanto, aplicando el teorema de Bolzano, sabemos que existe ce (-3, -2) tal que f(c) = 0. La ra-
iz de la ecuacién es c¢.

Probando con valores decimales, obtenemos f(-2,3) = —0,267; f(-=2,2) = 0,952.

Por tanto, podemos asegurar que —2,3 se aproxima en menos de una décima a la raiz que buscamos,

o a) Demuestra que la funcién f(x) = —x — 3x? + 5 corta al eje OX en el intervalo (0, 2).

b) Aproxima hasta las décimas una raiz de la ecuacién —x® — 3x2 + 5 =0,

0 Encuentra un intervalo en el que la ecuacidon cos x + x—2 =0 (enga una raiz.

. L . 1 s ; i ; : .
La funcién flx) = = toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo [~1, 1] y, sin em-
: x

bargo, no se anula en él. ;Contradice esto el teorema de Bolzano?




1.9 EJERCICIOS DE RECAPITULACION (LIMITES Y CONTINUIDAD)

@ La siguiente grafica corresponde a la funcion f(x):

Cood4 a) Bstudia su continuidad. En los puntos en los que no sea continua, in-
h] 3 dica el tipo de discontinuidad.
i 2
\ 1 / h) Halla los siguientes limites:
H 1 2 3 4 lim f(x) fim  f(x) lim  f(x) lim f(x)
J’\ ! \u/ X - X =2 x—y—2F x =1
H lim J(x) lim (%) ffim [(x) fim f(x)
' x— 2" & =.2% x—=>32 x =+

@ Sabemos que:  fim f(x) = +oo; [fim gx) =—o0; flim hix)=1; [fim u(x)=0; [im vix)=

xX—3 xX—=3 X—=>3 x—=3 X3

Di en cuiles de los siguientes casos hay indeterminaciones; y, si no, di cudl es el limite:

a) lim [f(x) + g(x)] b) lim [ u(a0)] " o) lim [v())/™
x—3 x—3 Xx—3

d) Iim [fCoH® e) [lim [h(x)]& 0 tim [g(x) - u(x)
x—3 x—>3 X3

. o x° — 3% o g,
o a) Dada la funcion f(x) = % halla los siguientes limites y representa los resultados:

lim f(x), lim  flx0); lim f(x0); lim f(x); lim f(x)

X —3 =0 X —> +co X —>-3 x—3 x—=0

o Halla los siguientes limites:

.3+ 2x ¥t . (262 +1 dx + 1) _ g6
a) lim (= b)  lim — c) fm =
x + 1
X =+ | ox + 1 = +4oo ' X — 1 2 / x—=2"
3+ 2 ~ o xZ— %
d) lm ———— e) fim (Va'+x —x? b lim ——————
X—3 40 X7 + 2x° X ——0 x—1 X +4x—= 3

Vx+1—2

@ lim  (3x? —log x) W fim (Wxd+1 —x +2) ) lim —

X —» +0 X —> +a0 x—3

Bo | =




@ Calcula los siguientes limites:

VxZ + 3x

. x+ 2 B} . (B3x 4+ 1\x-3
a) lim (“_’_ I b) lim ————= c) lim {-L)
a1 =1°, x -1 xoto 1+ 2vVx k3. X —1)
e 4 _ “ - } —_,'5 + - v
d)  fim [ e lim (Nx2+2x —NxZ+x) 0 lim x!izx
x—1 2x—2 X =40 x—otm X'+ 3 |
: x— 1\ ) 2x+ 1\x+ o x? = \2
g) lim (' — ]‘*—’ h) lim x _ ) i) fim —,Y—ZL—J
x—2 / x —+o\3 + 2x x—2\Xc—4x + 4
Estudia la continuidad de estas funciones:
5% s x<-1 . _ '
_ 4 — x X __ . sk ol
a) fx) = 5x _ 3 8 -l2REE b) flx) = *° +x
) 1 si x=0

32+ 2 si x>0

0 a) Halla el valor de m y n para que la siguiente funcién sea continua en R:
=2x—m si x<0
x2-1 si 0<x<2

x=2

S =

nx—95 si

b) Representa graficamente la funcién anterior para los valores de m v n que hayas obtenido en
el apartado a).

&2

|x—5| si )
- esta definida en el intervalo [1, 3] y cumple que “signo de

La funcién flx) = 1= 0% o

S # signo de f(3)”, pero no existe ningtn ¢ € (1, 3) tal que f(c) = 0.
de Bolzano? Justifica la respuesta,

;Contradice esto el teorema
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0 a) Indeterminado
c) +oo
e) Indeterminado
g) 0
o0

k) Indeterminado

@ a) +o b) 2
e)3 f) +eo
i) —co
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©® 2 2

2 2]

= 1
lim — =0
xX— 4o X
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a) Indeterminado
C) +oo

e) Indeterminado

p) Indeterminado
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® a)+o b) +oo
f) —o g) +m

i) no existe

b)

C) +w

h) +o

b) 40
d) —oo
£) +oo
h) +e
i) Indeterminado

D Indeterminado

c) +owo d) +oo
g) V2 h) +oo
k)1 De

\\

lim (—x3) = -
X —>+m

b) +w

d) +oo

£) —o

h) 0

j) Indeterminado
[) —e0

n) +oo

o)1

q) Indeterminado

d) 0 e) +w

i) —w
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@ 2)0 b) +0 ©) 2
© -3 b2 o

2
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-() a) +oo b) +eo

f) +o0 g 1

2

© 20 b) +oo

Do g) el/4
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS

d) ;2 e+ [ —w

1 d+w €0 b ¥z
3
o5 d)+0  €)0
2
h) +e0 i) +e0
et del o
h) 1 et

€ 2) Dado un n* k, podemos encontrar otro n¢ h
tal que si x <-h, entonces x%-1> k.

b)Dado € >0, existe h tal que, si x<-h, enton-

ces

22 41
x2

-2

< E.

¢)Dado un n* k, podemos encontrar otro n¢ h
tal que si x <-h, entonces 3x -2 < -k

a) —oo

e)l

x) ¢2/2
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h) —o

B =1
2

no
n) 0
q) +o0

u) —oo

y) 1

c) 0

g)9

z) 0

d) —oo

h) -1

DO
o) 0
5) —oo

w) 0

€ 2) Dado &, podemos encontrar §>0 tal que, si

1-8 <x<1, entonces

<—Fk




b)Dado &, podemos encontrar §>0 tal que, si

1 <x <1+ 8, entonces > k.

a—1

c) Dado k, podemos encontrar &> 0 tal que, si

1 -0 <x <1, entonces N 3 > k.

=X

d)Dado &, podemos encontrar 8 > 0 tal que, si

1l <x <1+ 9, entonces < -k,

e)Dado € >0, existe 8> 0 tal que,sil1—-8<
<x <1 entonces |[(3x— 1) -2| <&

f)Dado € >0, existe §>0 tal que, si x#3y
3-8<x<3+8,entonces |(x*+1)-10| <&,
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QD2 DO 92 dNoexiste €2 HO
LI,
@ Iim Jx) = %
xX—-1" =
. No existe fim [(x)
Iim f(x) =2 x— 1
x—-17
lim f(x) =3
x—=>0
i lim [f(x)=3
fim flx) =3 x—=0
x—=0"
: 3
lim f(x) = lim . = =
x> 1 xs1%+1 2
€© a=-10
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O a5 by 18
3 7
¢ dim flx)=—c0; [fim [(x)=+o
X = -4 x ——4*
d) 0 €) —oo -2 )1
h) e/ i) e It
4
k) tim () =-w;  lim flx)=+4w ) _L
x —=0- x =07 2
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€ 2 Continua si x = -1 y x#1.
Discontinuidad evitable en x = —1; disconti-

nuidad infinita (asintota vertical) en x = 1.

b) Continua si x#-1, x=1 y x= 2.

Discontinuidades infinitas (asintotas vertica-

les) en x=-1 yen x = 1; discontinuidac

evitable en x = 2,
¢) Continua si x # 1. Discontinuidad evitable en
x=1.

d) Continua si x # 2. Discontinuidad de salto fi-
nito en x= 2.
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@ a) Continua si x # 2. Discontinuidad infinita

(asintota vertical) en x = 2.

b) Continua si x # —1. Discontinuidad infinita

(asintota vertical) en x = —1.

¢) Continua si x # 0. Discontinuidad infinita en
x=0.

d) Continua si x # —4. Discontinuidad evitable
en x = —4.
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© Da

b) a

]

1, b=1

=12
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€ ) f(x) es continua en (0, 2); f(0) = 5 > O
f2) =
existe ¢ € (0, 2) tal
Jx) corta al eje OX

-39 < 0. Por el teorema de Bolzano,
que flc) = 0;
en x=c.

es decir,

by fI1) =1>0; f(1,1)
x=1,1 se aproxima en

—0,24 < 0.
menos de una décima

Por tanto;
a la raiz que buscamos.

€ 2) Tomamos JIx) = cosx +x— 2; fl0) =—1 <0
Jim) = m— 3> 0. Por el teorema de Bolzano,
sabemos que en el intervalo (0, 1) existe una
raiz de la ecuacion dada.

£p J{x) no es continua en el intervalo [-1, 1].
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€) 2) Es continua si X#E-2, x#-1y x#2.
Discontinuidad infinita (asintota vertical) en

x = =2; discontinuidad evitable en x =

discontinuidad de salto finito en x = 2.




b)) lim f(x)=0; fim [f(x)=—om

X —»—o0 x—y=2
lim f(x)=+=m
x—>-2"

lim [f(x)=-2;
x—>-1

lim f(x)=2
x—2F

lim f(x) =1,

x— 2

lim J(x) = 2;

X —> +oo

Iim [(x) no existe;
x—»2

€» 2) Indeterminado b) 0

c) 0 d) Indeterminado

e) Indeterminado f) Indeterminado

@

lim f(x) =+
X —=-3

lim f(x) =1,

X —r—0

im f(x) =1,

X — +m

lim f(x) =0

lim [f(x) = —oo;
: x—=0

. 1
lim f(x) = —;
&y 3" x—>3 “

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Ly
Vo
i/
. 2 1
& 2)0 b) 5 o) 3
d) +eo e)0 ) %
1
g) +00 h) +e0 i) Z
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© 2 lim f(x)=-oo; lim fX)=+0; D)0 o1
x=—¥1" x—1*

d) A e) 4 Do @ed> el i)+
6 2 L

2) Continua si x# 0. Discontinuidad de salto fi-
nito en x = 0.

b) Continua si x# —1. Discontinuidad infinita

(asintota vertical) en x = —1.

QW Dm=1,n=4

P _
€» f(x) no es continua en x = 2.
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Q=1
) AN — i
> [ D=

@ fCD=-2

2

O ren=2-1 re- 5
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€ a)Noes derivableen x=-1, x=1y x=2.
Enx=-1 y x=1 hay puntos angulosos
(derivadas laterales distintas); en x = 2 no
esta definida.

b) No es derivable en x =2, pues no es conti-
nua en ese punto.

¢) No es derivable en x=-1, nien x=1; hay
punto angulosos (derivadas laterales distintas).

d) Es derivable.

Q D=0 f(O)==; fB)=-1

=

@ 2 LA =-1; FOH=1

[(x) no es derivable en x = 1.

b) FL) =2 f1Y=2
Como coinciden, y f(x) es continua en x = 1,
f(x) es derivable en x =1 y su derviada es
FD, = 2,

€ la funcién no es continua en x = 2.

Q 2 f(x) =6x b) f1(x) = G+ 22




